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Série 3 — corrigé
Exo. 3.1

Les équations 3.27 a 3.33 se démontrent sans difficulté en appliquant bien chacun des
opérateurs

Soit f(x1,X2,x3,t) une fonction scalaire. Calculer Dﬂ(ai f ) et 0, (%f)
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Ces deux quantités sont €gales ssi le champ de vitesse ne dépend pas de la coordonnée xi,
autrement dit s’il est uniforme (il peut varier dans le temps mais pas dans I’espace).

Exercice 3.2 : Fusion par laser

+
Tr)=T,+ 2B P exp(- V(2X D ) avec r=yx’+y’+z’
KT a

1- o étant la diffusivité thermique elle s’exprime en m?/s. Ainsi, a I’intérieur de 1’exponentiel

m m
—-—-s=[—]. P est un rendement ou une efficacité donc sans unité. k est la conductivité
S m

thermique en W/mK. BP _ Wl =K soit une température.
Kr
mK

2- Latempérature tend vers I’infinie lorsque r =0. Le mod¢le est divergent, c’est la grande
limitation de ce modele.

3- Représentation Eulérienne : la température est donnée dans la fenétre d’observation située
enr et elle ne dépend pas du temps, le champ est stationnaire.

4- %—T =0 et pourtant il y bien chauffage de la matiere en avant de la source puis
t

refroidissement apres.
5- Dérivée particulaire de la température :
Pour x<0, y=2z=0 et r=-x
BP
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YRR 5 < 0. i.e. refroidissement en x<0
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6- En Lagrangien, on suit un ¢lément de matiére qui se trouve a (x0,0,0) at=0 et qui se
déplace a la vitesse —V selon x :

Laser

A J

X =X,-Vt, 1= |XO-Vt|

2
et T, +— T (%Y
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r=x,-Vt s1 x,>Vtie. t<70 ex
0 0 \ *2mK(x,-Vt) P
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et T=Ta+—B P exp(0)=T,+ pP
\ 2mK(Vt-x,) 2mK(Vt-x,)

La dérivée temporelle en amont et en aval de la source laser vaut donc :

r=Vtx, si x,<Vt ie. t>*9

2 2 2
pour x50, T = BPV exp( Vitx,V N VBP _exp( V-t XOV)
a2mK(x,-Vt) o a2nk(x,-Vt)
2
T= PPV exp( Vit XOV) X+ ! >0, i.e. chauffage
2mK(x,-Vt) 0} a  X,-Vt
pour x<0, TZ-BP—V2 <0. i.e. refroidissement
2me(Vt-x,)

Pour x < 0, i.e en aval de la source laser, les approches eulérienne et lagrangienne donnent
¢videmment la méme expression de la vitesse de refroidissement. Il en est de méme pour le
chauffage en amont de la source ....

Dans le plan y = 0, la zone de chauffage et celle de refroidissement sont délimitées par le signe
du produit scalaire de la vitesse et du gradient de température, ce dernier étant perpendiculaire
aux isothermes :

Y |
radT -/

/

V.gradT < 0 V.gradT >0

NB : courbe de température maximum dans le plan y = 0.
Dans le plan de symmétrie, y = 0, le lieux des points de température max

est donn¢ par E=a—+\7VT =V.VT = -Va—T=0. avec v=-Ve_
Dt ot ox

BP exp V(x+Vx’+z%)
2n x*+z2 2a

L'éq. des T max est donnée par %FZO. i.e. VT et v sont orthogonaux ....

et T(xy)=T,+
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Exo 3.6

Pour calculer le potentiel électrostatique V créé par une charge ponctuelle q placée a I’origine
du repere (0,x,y,z), on utilise la loi de Maxwell qui s’écrit divE P ou p est la densité

80
volumique de charge électrique.
Montrez que E et V en un point M ne dépendent que de r, distance a I’origine et que E est
radial. Cela vient des symétries du probléme. On utilisera donc un repere sphérique avec la
charge ¢électrique en son centre.

Calculez le flux du champ électrique E a travers la sphere centrée en I’origine et de rayon R et
donné par : F(R) = I E.fidS ou n est la normale unitaire a dS.

spheére
FR)= [ Eiids =E(R) j ds = 47R*E(R)

sphére sphére

Utilisez le théoréme de la divergence (dit aussi de Gauss) pour en déduire le champ ¢€lectrique
E(r) puis le potentiel électrostatique V(r) sachant que E =-VV.

= . 1
FR)= [ Edds= [ divEdv=— [ pdv=-=1
sphére boule 80 boule 80
car div E = p/g ou p est la densité de charge électrique

Ainsi, on détermine E puis V puisque le flux de E est calculé pour tout rayon R > 0.

= - 1
E=_4 ~ur et V()= 9 4 cste
4mer 4me, r
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